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Resumen: El objetivo de este articulo es doble. Por un lado, :presentar, no sélo
el desarrollo para encontrar esperanzas matematicas y varianzas de variables aleato-
rias continuas truncadas que apenas se contemplan en la bibliografia consultada sino
también, mostrar un conjunto representativo de variables aleatorias truncadas donde,
en algunas de ellas, si se contemplan —aunque de diferente manera—. En segundo
lugar, aplicar los resultados obtenidos, a problemas practicos asociados —preferente-
mente— al control estadistico de la calidad.

BREVE CONSIDERACION SOBRE LA DISTRIBUCION NORMAL
(LEY NORMAL)

Seria muy conveniente recordar que la Distribucién Normal(Ley Normal) tan sélo
aparece como Ley de Laplace-Gauss en algunos libros de texto y de ejercicios escritos
en francés.

Tal circunstancia no nos parece en modo alguna oportuna, ya que basta que el
lector se documente un poco para darse cuenta de que, en su origen, la Distribucion
Normal (Ley Normal), estd basada en los trabajos practicados por Jacques Ber-
noulli(1654-1705); y ademads, la Ley Normal fue introducida por Carl Friedrich
Gauss(1777-1855) para justificar el método de minimos cuadrados que Ledonhard
Euler (1707-1783) habia introducido en el siglo XVIII (Inégalités du mouvement de
Saturne et de Jupiter, Prix de I’Académie Royale des Sciences, Paris, 1747).

Sin duda, el Marqués de Laplace fue el primero en evaluar explicitamente la
integral de Euler, en 1774. Por tanto, resulta que lo correcto es denominarla Ley de
Laplace-Gauss y no de otra forma.

No obstante, una vez fallecidos Gauss y Laplace, Karl Pearson aprovech¢ tal

ocasion para despersonalizar indebidamente la Ley de Laplace-Gauss en 1983, lla-
mandola Distribucién Normal.
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A partir de entonces, se impulsé tal denominacién por la prepotencia del mundo
anglosajon en los dmbitos cientificos y politicos.

Pese a todo, seis afios mds tarde el fisico francés, Kramp, fue quien elaboré las
primeras Tablas de la Distribucién Normal.

En definitiva, en los manuales y en los articulos escritos en inglés aparece como
Distribuciéon Normal, mientras que los autores franceses contindan llamandola Ley
Normal y tan sélo una minoria de éstos ha optado por denominarla Ley de Laplace-
Gauss, que a nuestro juicio es la denominacién mas idénea y que hace justicia a los
dos matematicos, fisicos y astronomos que intervinieron mds en su elaboracion.

BREVES CONSIDERACIONES SOBRE LA NOMENCLATURA UTILIZADA
EN ESTE ARTICULO

A nuestro entender, algunos de los matemdticos mas relevantes de Francia y de
EE.UU. (entre los que se encuentran Philippe Tassi, Director de Médiametrie y pro-
fesor de ENSPM y ENSAE; y Edward J.Dudewicz y Satya N.Mishra, profesores de
las Universidades de Syracure y de South Alabama, respectivamente) utilizan la fun-
cién indicadora para expresar la funcion de densidad de las variables aleatorias reales
continuas.

Esta forma de expresién nos parece mds simplificada que la tradicional, pues en
lugar de poner:

P x€/lab]
fo= b

0 x¢&l[ab]

donde a y b son dos niimeros reales, a<b

aconsejamos poner:

1
fX (x) = E I[a‘b](x)
(segiin Philippe Tassi)
o bien,

en donde
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designa la funcién indicadora en el soporte [a,b] tal que:
1p(x)=1sixe [a,b] y Ly (X) = Osix¢[ab]

Otra notacién que introducimos en este articulo es la siguiente:

Por otra parte, en los libros y articulos de Estadistica escritos en inglés no suele
emplearse esta notacién:

X—>W(0,6.1)

Esto significa que la variable aleatoria X sigue la Ley de Weibull de pardmetros:

Una variable aletoria que sigue la Ley de Weibull se llama variable de Weibull.
A titulo de referencia esta notacién se contempla en (5,6).

Y, finalmente, el lector podrd constatar que en lugar de adoptar la denominacién

(119 ﬁl"§)= T xWMﬁﬂg}p&tjygﬁmg,lgsc}@M, ya que nos parece mas correcta. Al igual que resulta
X

mas 1ddneo decir Teore}na del Limite Central que Teorema Central del Limite.
Ry : copyunte de los nmeros reales’ posifivos
sta breve retlexion puede ‘contemplarse en (1).

R : conjunto de los niimeros reales positivos excluido el 0.
INTRODUCCION

En primer lugar, vamos a definir de una maneral general el concepto de trunca-
miento y los tres caso posibles que hemos considerado a lo largo del articulo.

De una manera general, si X es una v.a. continua con densidad f y funcién de
distribuciéon F en el soporte R, entonces la ley de probabilidad de la v.a.

Y={X|XeT }consoporteT CR

, se llama distribucién truncada. Ademds la cantidad de «masa» de modelo original
con el que se va a trabajar en el nuevo modelo truncado,

, se llama grado de truncamiento. Los truncamientos mds interesantes desde el punto
de vista préctico son:
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Y, ={X|X<k}y,={X|X>k}
eY,={X|k,<X<k,}

cuyos grados de truncamiento son, respectivamente,

F(k),R(k)=1-F(k)yF (k)-F (ki) = R (k:)- R (k2)
, donde R(x) = 1- F(x) es la funcién de fiabilidad (o supervivencia)

Las medias y varianzas asociadas a estas v.a. truncadas se denominan, respectiva-
mente, submedias y subvarianzas.

El andlisis de los truncamientos unilaterales Y1 ye Y2 son de especial interés ya
que es posible calcular las caracteristicas de uno de ellos conociendo el del otro
truncamiento. Las esperanzas matemadticas asociadas, que serdn funcién de k (punto
de truncamiento), son

E(y)=E(X|X<k )=$:xf(x)dx
E(y,)=E(X|X>k )=L mxf(x)dx
R(k) ,
Despejando y sumando, obtenemos que
k -

E(X): x fix)dx+ x f{x)dx =

-0 k

=F(k)E(X|X <k)+R(k)E(X|X >k)

lo que significa que cualquiera que sea el punto de truncamiento k, la esperanza de
la variable original se puede expresar como una mixtura y por tanto, conocida una de
las esperanzas, por ejemplo

E(X|X<k)
, la otra se obtiene simplemente por

E(X)-F(k)E(X|X <k)

E(X|X>k)= R
o
E(X)-F(kE(y,
by~ EXLFWE)

Para los truncamientos bilaterales y las varianzas se razona de igual modo.
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En segundo lugar, nos concentraremos —«a posteriori»— en la evaluacion de la
necesidad del truncamiento, no s6lo desde el punto de vista teérico sino sobre todo
practico, de las variables aleatorias continuas.

Es evidente, que cualquier fendmeno que observemos no se verifica en todo el
soporte de definicién de la variable aleatoria que lo represente y, por tanto, se hace
imprescindible la prictica del truncamiento de la variable a la izquierda, a la derecha
o a la izquierda y a la derecha.

El truncamiento es aconsejable no s6lo en estos casos, sino también cuando, al
menos, las esperanzas matemdticas de las variables aleatorias no estdn definidas en
todo su soporte de definicién.

Ademds, en ciertas situaciones, es necesario proceder al truncamiento de las va-
riables aleatorias para poder estudiar ciertos problemas limites de la probabilidad. Por
consiguiente, es conveniente proceder al truncamiento de las variables aleatorias con
el fin de que los resultados que obtengamos se aproximen lo mdximo posible al
proceso que deseamos controlar.

En concreto, entre las posibles variables aleatorias que no poseen esperanza ma-
temdtica en todo su soporte de definicidén tan sélo haremos mencién a una de ellas.
Nos referimos a la distribucion de Cauchy. Esta distribucidn presenta la particularidad
de que tiene ciertas similitudes con la de Laplace-Gauss, en el sentido que se verifican
entre ellas la siguiente relacién:

[1' Feor (z) ]2[1' FLG(O,I)(Z) ] paraz 21
Esta relaciéon —con otra nomenclatura— se encuentra explicada de forma didéc-
tica en (2,4 y 8).

Hacemos alusién a esta variable, no sélo por la similitud con la variable de
Laplace-Gauss sino también, por el hecho de que Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) junto con Carl Friedrich Gauss (1777-1855) estdn considerados como los me-
jores matemdticos de su época.

Finalmente, hemos de recordar que, para resolver ciertos problemas de naturaleza
geométrica tenemos que hacer uso de la variable de Cauchy. Estos problemas se
encuentran en (2 y 4)

Entre la multitud de libros y apuntes de cdtedra que —sin duda— se han escrito
durante un periodo dilatado de tiempo sobre el cdlculo de la esperanza matemdtica y
varianza de las variables aleatorias truncadas y su aplicacion en las ciencias experi-
mentales, nosotros, tan s6lo hemos considerado un periodo de tiempo truncado a la
izquierda y a la derecha que va desde el afio 1964 al 2001, ambos inclusive. En éste
periodo de tiempo, hemos consultado un nimero —a nuestro juicio— representativo
de 10 libros de texto y dos apuntes de catedra que tratan algin punto del problema
del truncamiento de variables aleatorias.

Al final del articulo, aparecen referenciados en orden cronolégico no sélo los
libros de calculo de probabilidades que hemos utlilizado, sino también los libros de
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texto y apuntes de catedra en los cuales se hace referencia a las variables aleatorias
truncadas.

PRESENTACION DEL SUBCONJUNTO DE VARIABLES ALEATORIAS
CONTINUAS QUE VAMOS A SOMETER AL PROCESO
DE TRUNCAMIENTO

En este articulo, hemos seleccionado para someterlas al proceso de truncamiento
un subconjunto de variables aleatorias continuas que tienes interés no sélo en los
desarrollos tedricos, sino también, en la aplicacion practica del cdlculo de proba-
bilidades; en concreto al control estadistico de la calidad y a la fiabilidad de sistemas.

Entre las Leyes de probabilidad selecionadas: Cauchy, Laplace-Gauss (Nor-
mal), log-Laplace-Gauss (log-Normal), log-Laplace-Gauss generalizada (log-Nor-
mal generalizada),Weibull y finalmente un caso particular de la de Weibull: Ra-
yleigh, sélo la de Cauchy tiene interés tedrico.

Antes de proceder al cédlculo de la esperanza matemdtica y de la varianza de las
variables aleatorias truncadas, vamos a presentarlas brevemente en todo su campo de
definicién y a exponer sus esperanzas matemadticas y varianzas, omitiendo su demos-
tracién ya que, se encuentra en cualquier curso de cédlculo de probabilidades.

I. DISTRIBUCION DE CAUCHY

La introducimos de dos formas

i) La variable aleatoria S sigue una Ley de Cauchy:

si S =tg X en donde X es una variable aleatoria real rectangular definida en el soporte

ii) Sean X e Y dos variables aleatorias independientes que siguen la ley de
Laplace-Gauss de pardmetros 0 y 1.

X—=LG(0,1) Y—LG(0.1)

Entonces

sigue la Ley de Cauchy

264



s—c(01)

A partir de un sencillo cambio de variable, la funcién de densidad de S es:

Mediante una transformacién lineal obtenemos la distribucidon generalizada
V=0+A1S (6eR AcR))

V—C(6,4)

Cilculo de los momentos ordinarios (k 1)

Célculo de los momentos, respecto al origen de orden k

1 k
Ef—r———av
0 2
v_
Ar 1+ 7
Observamos que las integrales que hay que resolver son indefinidas. Por consi-
guiente, la variable de Cauchy carece de esperanza matemdtica y de varianza.

2
v-0

1
T

II. DISTRIBUCION DE LAPLACE-GAUSS (LEY NORMAL)
Decimos que X sigue una ley Normal de pardmetros,
Uyo(ULeR,0€R,)

si X es una variable aleatoria real absolutamente continua cuya funcién de densidad
es:

b A xep
(5 h0) = e T Iyl)

La transformacion lineal (tipificacion)
X-
Y = A-U
o
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nos conduce, de forma elemental, a la funcion de densidad de la variable Y

Los momentos ordinarios generales, no son triviales de obtener, pero la media y
la varianza, son conocidos y coinciden con los pardmetros de la distribucion.

2

E(X)=4 V(X)=0

III. DISTRIBUCION LOG-LAPLACE-GAUSS (LEY LOG-NORMAL)

La variable aleatoria L sigue la Ley log-Normal si

en donde X es una variable Normal de pardmetros

Mediante un simple cdlculo se puede deducir su funcién de densidad siendo ésta
la que mostramos a continuacion:

Calculo de los momentos respecto al origen de orden k.

Calculamos los momentos, respecto al origen de orden k, mediante la siguiente
manera,

+oo

E(LY)= 1" f, (o)l

0

que para k=1Yy k=2 obtenemos

Es facil probar que

Ko?

E(LY)=e""2 (k=123..)

266



IV. DISTRIBUCION LOG-LAPLACE-GAUSS GENERALIZADA
(LEY LOG-NORMAL GENERALIZADA)

La variable aleatoria G sigue la ley log-Normal generalizada si

G:ex+gg=L+g0

en donde X es una variable Normal de pardmetros

Esta variable corresponde a una translacién de la Ley convencional.

En consecuencia su densidad es:

Como G es una traslacion de L, entonces su media queda

trasladada y su varianza permanece invariante; por tanto :

E(G)=E(L)+g, y V(G)=V(L)

Hyo V. DJSTRIBUGION)PE WEIBULL GENERALIZADA

fG (g,'IU,O-)=—€ 2 7 ][g y+m[(g)
mﬁ’éé&’mgs)que la variable aleatoria X sigue la Ley Weibull generalizada a tres
pardmetros

7,6,6 (yeR;0,6€R;)

si X es una variable aleatoria real absolutamente continua cuya funcién de densidad
es:

J_ﬂd
0

e Iiywy(X)

SIS

)
foer08)=2 =L

Una adecuada integracidn por partes nos conduce a que la media y la varianza son:

)
X7
]

Ex)e #2X2T0
- 0 0
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2

2 1
ViX)=¢° T 1+= - T 1+—
(X)=6 5 3

Casos particulares de la variable de Weibull a tres parametros

VI. VARIABLE DE RAYLEIGH
Definicion:

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes que siguen la Ley de Laplace-
Gauss (Nornal),

Xx>16 0-L cvo16 0L (BeR)

7 72

A partir de estas dos variables aleatorias construimos una nueva variable de la
siguiente manera,

R=yx?+Y’
(que puede interpretarse como la «distancia» entre dos puntos del plano)
La variable asi definida recibe el nombre de variable de Rayleigh.

Funcion de densidad de la variable aleatoria R.

Haciendo uso de la funcion de densidad de la variable aleatoria Ji-cuadrado de
Helmert (1875) se deduce, de forma inmediata, la funcion de densidad de la variable
aleatoria de Rayleigh de la siguiente manera,
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Fo(n=P(R<r)=P(Jx +y? <r)=P(x*+y /)=

2 2
& X Y 2 & .
=P — — — < =P —y < =
2 o e T T A
V2o 2
2r° 2r?
SRR
0
Por tanto,
252
FR(V)=FZ§ ?

Haciendo en primer lugar, una simple derivacion y, en segundo lugar una susti-

tucién de valores se concluye que, la funcién de densidad de la variable aleatoria R
es:

) Es facil observar que:
[0 ==re Iy, (r)
o a) Lavariable aleatoria S = R’ sigue la ley de Weibull
S—>W(0,6°.1) ,(6eR.)

b) Lavariable de Rayleigh es un caso particular de
la ley de Weibull a tres pardmetros, en donde:

y=0y =2

VI. CALCULO DE LA ESPERANZA MATEMATICA
Y DE LA VARIANZA DE VARIABLES ALEATORIAS TRUNCADAS

Para el cédlculo de las esperanzas matemdticas y varianzas de las variables aleato-

rias truncadas, utilizamos la férmula general de los momentos respecto al origen de
orden k(k>1).

Dado que, las integrales que hay que resolver para la deduccién de la esperanza
matemdtica y varianza de las variables aleatorias truncadas, no presenta ninguna di-
ficultad —puesto que, los cambios de variables a realizar son los tradicionales—
omitimos sus resoluciones dando sélo los resultados finales salvo para la distribucién
de Rayleigh cuyos cambios no son tan conocidos.
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VIL.1. Truncamiento de la distribucion de Cauchy (Ley de Cauchy)

Entre las variables que ya hemos mencionado, la Unica que tiene interés teorico
es la de Cauchy.

Esta variable aleatoria —como ya hemos mencionado— no tiene esperanza ma-
temadtica ni varianza, si estd definida en todo su soporte de definicién. Por consiguien-
te, es imprescidible proceder al truncamiento a la izquierda y a la derecha para que
esta variable tenga esperanza matemadtica y varianza. El resultado de la esperanza
matemdtica y de la varianza, cuando el truncamiento es simétrico respecto al origen,
se contempla en (19).

Adaptando la férmula general de los momentos, respecto al origen de orden k>1
a la variable aleatoria V truncada a la izquierda y a la derecha, obtenemos el siguiente
resultado,

E(VK|VISVSVD)= VDV" ! dv

V,-H v-6

A A

Vi Vp~

Arctg -Arctg

Calculo del momento respecto al origen de orden 1 y del momento central de
orden 2.

Calculo del momento respecto al origen de orden 1.

La esperanza matemadtica de la variable V truncada a la izquierda y a la derecha
presenta la siguiente forma,

loge (V[;VD)

E(V|v, sV< =0+
( |V1 VD) + ArClg(v,,vD)

donde:

es el grado de truncamiento.

La varianza la calculamos a partir de los momentos respecto al origen de orden
1y de orden 2.
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Actuando de la misma manera que con la esperanza matemadtica, obtenemos el
siguiente resultado:

Observaciones que se desprenden de las formulas obtenidas

Si la variable aleatoria V sigue una ley de Cauchy
V—C(01)

y ademads se verifica que:

llegamos a los siguientes resultados:

-\ 400 su’y 2
g@}fy&%ﬁw s Sutiidiod Byl sirpomienfpfura estdn registrados sin demostracién
1= AT Ry
209 st

Aﬁc tg(v M \/EO' l’vl))

LG(0,1)

VIL.2. Variables aleatorias continuas de interés practico

Entre las variables aleatorias continuas de interés practico, consideraremoslas mas
representativas en el control estadistico de la calidad.Todas estas variables, como ya
hemos mencionado, poseen esperanza matematica y varianza.
VIL.2.1. Laplace-Gauss(Normal) truncada a la izquierda en x,:

{(X|X=x,}

Adaptando la férmula general de los momentos, respecto al origen de la variable
aleatoria X truncada a la izquierda en x,, obtenemos el siguiente resultado,
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La esperanza matemdtica de la variable aleatoria X truncada a la izquierda en X
presenta la siguiente forma, para k=1

E(X|X2x)=u+0o’f,(xx,;10)

donde:

/(5 1.0)

[y (xx;pm0)= (x>x,)

XI -
LG(0,1) o

I-F

donde el denominador el el grado de truncamiento

La varianza la calculamos a partir de los momentos respecto al origen de orden
1 y orden 2.

Actuando de la misma manera que con la esperanza matemadtica, obtenemos el
siguiente resultado:

VIL.2.2. Laplace-Gauss (Normal) truncada a la derecha en x,,

Trabajando de igual modo que en el otro truncamiento:

En consecuencia:

La esperanza matemadtica de la variable aleatoria X truncada a la derecha presenta
la siguiente forma,

E(X|X<x,)=u-0" fy(xxp1,0)

donde:
« folxx,, 0,0
fx(x,xD;,U,O')= X( D ) (x<xp)y
F Xp-H
LG(0,1) o

272



Actuando de la misma manera que con la esperanza matematica

obtenemos el siguiente resultado:

VII.2.3. Laplace-Gauss(Normal) truncada a la izquierda y a la derecha
en x;y x,, respectivamente

Para el truncamiento bilateral, tenemos que para k> 1

de modo que, la esperanza matemadtica de la variable aleatoria X truncada a la izquier-

ala derecha presenta la 51gu1ente forma : )

‘ ¢ ¥4 ) i ), Lxu’
%T%q ﬁgﬁ % ‘ " ," ‘A ; q ) N “é i ‘/ ' e. e 2 o d).x
XpxtEX < x,)= X, U,
" E (Kb x0) <yt Tk

o LG(0,1)

donde:

Folep i o) =L (% x, .0)- fy (6 x,0 4,0)

(x,<x<x,)
Xp-H X -H
o FLG(O,])

Fie.
LG(0,1) o

La varianza la calculamos a partir de los momentos respecto al origen de orden
1 y de orden 2.

Actuando de la misma manera que con la esperanza matemadtica, obtenemos el
siguiente resultado:

donde:
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VIL.3. Variable aleatoria: log-Laplace-Gauss(log-Normal) truncada

Tan s6lo vamos a calcular la esperanza matemadtica y la varianza de la variable
aleatoria L truncada a la derecha en ID.

VIL.3.1. log-Laplace-Gauss truncada a la derecha en I,

Adaptando la férmula general de los momentos, respecto al origen de orden k(k=1)
a la variable aleatoria L truncada a la derecha, obtenemos el siguiente resultado,

Calculo del momento respecto al origen de orden 1 y del momento central de
orden 2.

Calculo del momento respecto al origen de orden 1

La esperanza matemadtica de la variable aleatoria L truncada a la derecha presenta
la siguiente forma,

/l+‘772 F LG(0,1 )(d B O-)

E(L|L<I,)=e
( 2 Fi,,(d)

donde,

Para la varianza actuando de la misma menera que en los casos anteriores

24 [Froo(d-0)]

V(LIL<1,)=—5—— 7 F,y,, (d-20)-
( D) F LG(U,I)(d) Leon F LG(U,I)(d)
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VIL.4. Variable aleatoria: log-Laplace-Gauss (log-Normal) generalizada

Tan s6lo vamos a calcular la esperanza matemadtica y la varianza de la variable
aleatoria G truncada a la derecha en g,

VIL.4.1. log-Laplace-Gauss generalizada(log-Normal generalizada)
truncada a la derecha en g,

Adaptando la férmula general de los momentos, respecto al origen de orden k(k>1)
a la variable aleatoria G truncada a la derecha, obtenemos el siguiente resultado,

1 log,(g-g,)4
&p e 2 o

E(lengn)= gk dg
log, ( )
S Floo gg+w Rro(g-g,)

Calculo del momento respecto al origen de orden 1 y del momento central de
orden 2.

La esperanza matemadtica de la variable aleatoria G truncada a la derecha en g,
presenta la siguiente forma,

gD} 2(u+o o
<%,)= 28,6"% (Fygny(t-0)- IE (rGégF)G&] (6")-— Fgw ”
0,1)

LG(O 1) (1)

donde:

_log (8,-8,)-4
o

La varianza la calculamos a partir de los momentos respecto al origen de orden
1 y de orden 2.

V(GIG<s,)=E(G’|G<g,)- E(GIG<g,)"

con lo que,
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VIL.5. Variable aleatoria: Weibull con un parametro

VILS5.1.  Weibull con un pardmetro truncada a la izquierda en Xx,

Dado que, se contempla de forma rigurosa en (19), la demostracién de la esperan-
za matemdtica y varianza de la variable aleatoria X truncada a la izquierda en Xx;, nos
limitaremos a exponer dichos resultados:

Esto es asi, ya que el truncamiento es ente caso, es una traslacién de la variable
aleatoria.

VIL5.2.  Weibull con un pardmetro truncada a la derecha en x,
(XX <x,)
Adaptando la férmula general de los momentos, respecto al origen de orden k(k>1)

a la variable aleatoria X truncada a la derecha en x,,, obtenemos los siguientes resul-
tados,

Para k=1, la esperanza matematica de la variable aleatoria X truncada a la derecha
en x, presenta la siguiente forma,

E(X|X<x,)=0-"2¢"

]—e-H

y la varianza
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VIL5.3. Weibull con un pardmetro truncada a la izquierda y a la derecha en x,
Y Xx,, respectivamente

Adaptando la férmula general de los momentos, respecto al origen de orden k(k>1)
a la variable aleatoria X truncada a la izquierda y a la derecha, obtenemos el siguiente
resultado,

La esperanza matematica de la variable aleatoria X truncada a la izquierda y a la
derecha presenta la siguiente forma (para k=1)

7] A
X,e6-xpe 6
XI XD

eo-e 0

E(X|x,<X<x,)= +6

mientras que la varianza la calculamos a partir de los momentos respecto al origen de
orden 1 y de orden 2.

”@?ﬁ?j Efx; txwg@ ) Bk s &)

ctuand‘o aLnﬂ%sma manelf-ga gug con la esperanza matemdtica, obtenemos el
siguiente Tesulta

VIL.6. Variable aleatoria: Weibull con un parametro

Esta variable es conocida con el nombre de Rayleigh.

VIL6.1. Rayleigh truncada a la izquierda en x,

El momento ordinario de orden k (k>1) es:
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Dado que, la integral que hay que resolver para la deduccién de la esperanza
matemadtica de la variable aleatoria X truncada a la izquierda en xI, presenta cierta
dificultad de cdlculo —en el sentido que no es tan trivial como las otras— procede-
remos a su deduccién de la forma mds simplificada posible.

oo 5 -é(xz-xf) P %’ oo L 2
X e e 2
E(X|X2x)= «x > dx =— x’e 9 dx=
X 0 6 X7
2
ﬂ
2e? A o
= lim xxe % dx =
2 A oo
9 -t X
x 2
X1 R R N 2
2¢° & -4 - ’ -5
. . ]
— -— lim Ae ? -xje ? +— lim e " dx| =
8 2 A—+oo A—>+oo N
A
x A x?
=x/+e lim e’ dx =
A—+oo
X1
.2 xz
X A ] E
=xr+e? lim 27x \/_e dx =
A—>+oo
- X 2”
2
A x
2 4 270
X1 o 1 Nl
=x;te? N2« lim — — ¢ dx =
A—+oo \/_ 9
Xl\}Zﬂ'T
2
2
X
x12 9 A ] e
=x,+¢ ? 27— lim 2ogx =

e
\/7A—>+oo \/7 9
X, 27[7

V2

X’ P
=x;te MEAIHE«» Fq o,% (A)'FLG o,% (xl) =

278



cxte 2L 1Fg g0 (x) =

J2 )
X1 ? \/EXI
0

=x,+e§ \/;0 ]_FLG(O,])

Por consiguiente,

V2 x,

E(X|X2x)=x,+e s 70 I=Fison =%

Calculo del momento central de orden 2

La varianza la calculamos a partir de los momentos respecto al origen de orden
1 y de orden 2.

Dado que, la integral que hay que resolver para calcular el momento respecto al
origen de orden 2, no presenta ninguna dificultad ya que, los cambios de variables que
hay que hacer son los tradicionales, omitimos su resolucién dando el resultado final,

’Ekﬁlﬁf%@‘; )_—ECQZXZ&YX >, E ( x|x >x,) "
E(X'|X<x,)= 7)

0 2 g -—”
Sustituyendo el momento respecto al origen de orden 1 y de orden 2 en la férmula
de la varianza, obtenemos —sin dificultad— el resultado final de la varianza de la

variable aleatoria X truncada a la izquierda en x,,

\/E.XI

V(XIX2x)=0 ¢ o 7O 1-F o ~2

s,

2x;+e0 Jzo 1-F o)

VIL.6.2. Rayleigh truncada a la derecha en x,

En este caso,

279



Calculo de la esperanza matematica

Dado que, el célculo de la integral que hay que resolver para la deduccién de la
esperanza matemadtica de la variable aleatoria X truncada a la derecha en x,,, presenta
una gran similitud en los cambios de variables y en la forma de resolverla que la de
la esperanza matemadtica de la variable aleatoria X truncada a la izquierda en x,, para
no ser reiterativos, omitimos su resolucion dando el resultado final,

2 1 T
9\/; FLG((),I) # -5 -Xpe ¢

E(X|X<xp)= _

. XD
l-¢ ¢

Calculo del momento central de orden 2

La varianza la calculamos a partir de los momentos respecto al origen de orden
1 y de orden 2

V(X|X<x,)=E(X’|X<x,)- E(X|X<x,)’

Dado que, la integral que hay que resolver para calcular el momento respecto al
origen de orden 2, presenta una gran similitud en los cambios de variables y la forma
de resolverla que la del momento central de orden 1, para no resultar reiterativos,
omitimos su resolucién dando ya, el resultado final de la varianza,

VIL.6.3. Rayleigh truncada a la izquierda y a la derecha en x,y x,,,
respectivamente.

(X|x,<X<x,}

En este caso,
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Calculo del momento respecto al origen de orden 1

Dado que la integral que hay que resolver para la deduccién de la esperanza
matemadtica de la variable aleatoria X truncada a la izquierda en X, y a la derecha en
Xp presenta gran similitud en los cambios de variables y en la forma de resolverla que
las ya mencionadas, para no resultar reiterativos omitimos su resolucién dando el
resultado final,

)_ f;(xlr-xD)-" 0\/; FZG((),])(-xl’xD)
b)) =

2

E(X|x,<X<x

donde,

# SN _ b
fx(-xlr-xD)=-xle ¢ -Xpe ¢

V2 x, V2 x,

.
FLG(o,u(xI’ Xp)= F 60 9 “Freo 9

Calculo del momento central de orden 2.

La varianza la calculamos a partir de los momentos respecto al origen de orden
1 y de orden 2

Fifnidse z ELC s Xs)- eEJQ(IJ;{(,,T)(’&ix’Mf (rx0)

ado quee f}a 1%te%t‘al que hay qug rgsolé/e#para calcular el momento respecto al
origen de orden 2 presenta una gran similitud en los cambios de variables y en la
forma de resolverla que la del momento respecto al origen de orden 1, para no resultar
reiterativos, omitimos su resolucién dando ya el resultado final de la varianza,

donde,

VIII. EJERCICIOS DE APLICACION DE VARIABLES ALEATORIAS
TRUNCADAS

Entre las variables aleatorias truncadas que hemos considerado en este articulo,

tan sélo vamos a proponer ejercicios de aplicaciéon de la variable de Laplace-
Gauss(Normal)
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de la de Weibull

y de la de Weibull

A esta variable se la conoce con el nombre de Rayleigh.

Finalmente propondremos dos ejercicios, uno de ellos contemplard la Ley de
Laplace-Gauss, la Ley Binomial y el Teorema del Limite Central y otro calcularemos
la esperanza matematica truncada a la izquierda en xo sin hacer uso de las férmulas
deducidas en este articulo. Mientras que en los tres primeros ejercicios, tan sélo
vamos a mostrar en resultado final —ya que las férmulas para aplicar estan contem-
pladas en el articulo— con el fin de que, el lector pueda constatar que ha aplicado
correctamnete la formula a utilizar, en cada caso concreto, en los dos tltimos, pon-
dremos de manifiesto las férmulas obtenidas haciendo uso de nuestra nomenclatura y
la aplicacion de las mismas a un caso concreto.

VIIL.1. Ejercicio de la variable de Laplace-Gauss (Normal) truncada a la
izquierda y a la derecha

El peso de los botes producidos en una fabrica de conservas, sigue la Ley de
Laplace-Gauss. Sabiendo que le 2,5% de los botes son rechazados en el control de
pesos, por no alcanzar los 450 grs minimos requeridos y que otro 4,947%, es recha-
zado por superar los 550 grs, determinar el peso medio de los botes que pasan el
control.

Solucion:

Sustituyendo los valores de:

en la formula que nos permite calcular la esperanza matematica de la variable alea-
toria X truncada a la izquierda en 450 y a la derecha en 550 obtenemos,
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VIIL.2. Ejercicio de la variable de Weibull truncada a la izquierda
y a la derecha en x; y x,, respectivamente

X-w(0,10,1)

Sea X una variable aleatoria que representa el peso de los diskettes producidos en
una fabrica. Se sabe, por experiencia, que la funcion de densidad de esta variable es,

1. Sabiendo que en el control de pesos se eliminan los diskettes que tienen un
peso inferior a x; grs y superior a x, grs, encontrar una féormula que nos permita
calcular el peso medio de los diskettes que pasan el control en funcién de x; y x,,.

2. Cudl sera el peso medio de los diskettes que pasan el control si se adopta la
siguiente estrategia para fijar x; y Xp.

Estrategia: los valores X, y X, que tenemos que elegir, serdn el menor y el mayor

de una muestra aleatoria simple de tamafio 10, simulada de X a partir de 10 simula-
ciones de la distribucién uniforme: U [0,1].

V—U|01]

edjante la siguiente expresion,
}(:-(lO)llog{; [-U
X(x)—ﬁe 10 1190l (X)

Los valores extraidos de U son: 0.78961, 0.76086, 0.80548, 0.58518, 0.89898,

0.28269, 0.38618, 0.79982, 0.58962 y 0.69623.

Témese con dos decimales el menor y el mayor valor de la muestra simulada de
X.

Soluccidn:

Sustituyendo los valores de x,= 3,32 y x,= 22,92, en la férmula de la esperanza
matemadtica de la variable aleatoria X truncada a la izquierda y a la derecha obtene-
mos,

E(X]3,32<X<2292)=10,1065 grs

VIIL.3. Ejercicio de la variable de Weibull truncada a la izquierda
y a la derecha en x, y x,, respectivamente

X->Ww(022)
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Sea X una variable aleatoria que representa el tiempo (en meses) de funciona-
miento de un aparato eléctrico. Se sabe, por experiencia, que la funcién de densidad
de esta variable es,

1. Sabiendo que el control de calidad elimina aquellos que no alcanzan una
duracién de dos meses y los que superan una duracién de cuatro meses, calcular el
tiempo medio de funcionamiento de los que pasan el control.

Soluccidn:

Sustituyendo los valores de x;=2 y x,=4 en la férmula de la esperanza matemadtica

de la variable aleatoria X truncada a la izquierda y a la derecha en x=2 y x,=4,
respectivamente obtenemos,

E( X|2< X <4)=32782meses

VIIL4. Ejercicio de variable aleatoria de Lplace-Gauss truncada a la
izquierda en b + variable Binomila + Teorema del Limite Central

Sea X una variable aleatoria que representa la vida (en horas) de ciertos tubos

electrénicos. Se sabe, por experiencia, que la funcién de densidad de la variable
aleatoria

(X|X>b}

adopta la siguiente forma:

donde : a y b son nimeros positivos.

El aparato de que se trata, contiene n tubos, debiendo estar activos nl<n, de ellos
(cualesquiera), como minimo.

1. Encontrar una expresién que nos permita calcular k(a,b).

2. Encontrar una expresion que nos permita calcular la probabilidad de que un
tubo siga funcionando después de h horas.

3. Encontrar una expresion que nos permita calcular la probabilidad de que,
después de h horas de servicio, el funcionamiento del aparato no se haya interrum-

pido.

4. Calcular los tres apartados para el siguiente caso practico:
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a=80.000; b=200; c=100 tubos; n1=65 tubos y h= 250 horas.
Soluciones tedricas:

1. Calculo de k(a,b)

V2 i
2w a I-F ﬁb
" rGon ﬁ

k(a,b) =

2. Calculo de la probabilidad de que un tubo siga funcionando después de h
horas:

3. Cilculo de la probabilidad de que, después de h horas, de n tubos, nl sigan
funcionando.

Sea J la variable aleatoria que representa el nimero de tubos que siguen funcio-

J\_, B nanxi@ d s de h hogas.
F%ﬁ =0.012572
000 [1- F 0, (1))

X>h =

1-F b
K Q'a—vlculo de la probabilidad exacta

3.2. Calculo de la probabilidad aproximada

n-np+0.5 nl-np-0.5

) -F LG(0,1)

P(ni<J<n)=F

Soluciones practicas:

4.1. Cdlculo de k(80.000,200)
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4.2. Célculo de P(X > 250)

[1-Fii0,(1.25)] 1-0.89435 0.10565

P(X >250)= = = =0.66589
[1-Fo0,(1)]  1-0.84134 0.15866
4.3.1. Cilculo de la probabilidad exacta
J=100 65 35
P(65<J<100)= 5 (0.66589)" (0.33411)

j=65

4.3.2. Calculo de la probabilidad aproximada

P (65 <J<100)=0.67003

VIIL.5. Ejercicio de la esperanza matematica de una variable aleatoria
truncada a la izquienda en x,

Sea X una variable aleatoria que representa la longitud de una cierta pieza expre-
sada en cms. Se sabe, por experiencia, que la funcién de densidad de la variable
aleatoria X truncada a la izquierda en X, es:

8,(0)=k(x,) e 1, ,ot(x) (x,>0)
1. Encontrar una expresién que nos permita calcular
k(x,) para que gX(x)
sea una verdadera funcién de densidad

2. Encontrar una expresion que nos permita calcular
E(X|X2x,)
sin hacer uso de las férmulas contempladas en este articulo.

Resolucién:

+oo

k(x,)e " dx=1

Calculo de:
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S g = 27 R | SN
e X — \/E 7 e 2 X =
Xo Xo \/ Zﬂ- -
2
N2 o Lzenr
:T lim ez dx =
A—+oo . 27[ 4

2z

=7 lim Fic 0— (A)-F g 0— (x.)

A+

_om

\/5 (] FLG(()/)[[(Xo I)])

Por lo tanto,

V2 1
V27 (1-F g, [N2(x,- 1)])

k(x,)=

De lo que se deduce que, la funcién de densidad de la variable aleatoria X trun-
cada a la izquierda en x, es:

+7 ) ,,—f[f(v I)Jd /«f(x 2

+

] —
(1 FLf(i)(,)\[\}/_((xL ﬂlé}l}[%%}jc P (x).(x, >0)

E(X|X2x,)=

S\

2. Calculo de:

Por consiguiente, procederemos a calcular la integral contenida en esta expresion
haciendo uso de un simple cambio de variable y de las propiedades de la funcién de
distribucién y, finalmente susutituiremos el resultado en dicha expresion.

" 1 L enr
- , Xe:? dx =

- 1

t

!l '
202, DN27T —=
V2
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+oo 2 +oo 2

1 = N
= —— ¢ 2dt + te 2dt =

1
Gl NPT Gy 2T V2

= lim ( FLG(O,/)(A)'FLc(o,/;[\/E(xo'])] )'

A—+oo

A1 2
5 ez[ﬁu,,m

1
—— = lim e
272 asee
De lo que se desprende que:

1
fyx xx,1,—
E(X|X2x,)=1+= 2

N~

(] - FLG(O,])[\/E(-XO_]) )

Conclusiones: dado que el interés practico que conlleva el calculo de las esperan-
zas matematicas y de las varianzas de variables aleatorias truncadas en el cdlculo del
coeficiente de desigualdad y en especial en el control estadistico de la calidad es
evidente y, que no hemos encontrado apenas libros o apuntes de citedra que desarrolle
dicho tema, hemos considerado oportuno realizar una aportacién sobre el mismo con
nuestra propia nomenclatura. Aunque dicha publicacién tan sélo contempla el célculo
de la esperanza matematica y varianza de variables aleatoria truncadas a la izquierda,
a la derecha y a la izquierda y a la derecha de un conjunto de variables aleatorias muy
restringido consideramos que puede ser una primera aproximacion para futuras publi-
caciones que contengan otras Leyes con diversas aplicaciones.
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